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Badania operacyjne: Programowanie Liniowe
¢wiczenia

Programowanie liniowe (eng. LP) to jedna z najwazniejszych dziedzin optymalizacji matematycznej,
ktérej celem jest maksymalizacja lub minimalizacja funkcji liniowej przy spetnieniu okreslonych
ograniczeh rowniez w postaci réwnan lub nieréwnosci liniowych. Metody programowania liniowego
znajduja zastosowanie w wielu dziedzinach, takich jak logistyka, ekonomia, inzynieria, zarzadzanie
produkcjg, analiza finansowa czy planowanie strategiczne.

Krotka historia

Poczatki programowania liniowego siegaja lat 30. XX wieku, jednak jego dynamiczny rozwéj rozpoczat
sie w czasie Il wojny Swiatowej. W 1947 roku amerykanski matematyk George Dantzig opracowat
metode simpleks, ktéra zrewolucjonizowata sposéb rozwigzywania probleméw optymalizacyjnych i do
dzis pozostaje jedng z najpopularniejszych metod rozwigzywania probleméw PL.

Od tamtej pory programowanie liniowe stato sie integralng czescig badan operacyjnych (ang.
operations research) i zyskato szerokie uznanie w praktyce gospodarczej i naukowe;j.

Podstawowe pojecia

Podstawowe elementy programowania liniowego to:

e Funkcja celu - funkcja liniowa, ktdorg chcemy maksymalizowac lub minimalizowac (np. zysk,
koszt, czas).

* Zmienna decyzyjna - wielkosci, ktérych wartosci sa poszukiwane i ktére majg wptyw na wartos¢
funkcji celu.

e Ograniczenia (restrykcje) - warunki, jakie musza by¢ spetnione przez zmienne decyzyjne,
zwykle w formie rownan lub nieréwnosci liniowych.

e Obszar dopuszczalny - zbiér wszystkich mozliwych rozwigzan, ktére spetniajg ograniczenia.

* Rozwigzanie optymalne - punkt w obszarze dopuszczalnym, dla ktérego funkcja celu osigga
wartos¢ najwieksza (maksimum) lub najmniejsza (minimum), zgodnie z zatozeniem problemu.

W kolejnych sekcjach tego artykutu przedstawione zostang metody rozwigzywania probleméw
programowania liniowego oraz przyktady praktycznych zastosowan.

Jak zainstalowac Solver
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Przykiad problemu produkcyjnego - "Lampy"

Rozwazmy typowy problem produkcyjny, w ktédrym celem jest maksymalizacja zysku przy
ograniczonych zasobach czasu i materiatow.

RzemiesInik produkuje dwa rodzaje lamp:
e Lampy stojace (duze) - wymagajg 6 godzin pracy i 200 zt na materiaty, zysk z jednej sztuki
wynosi 240 zt.

e Lampy biurkowe (mate) - wymagajag 5 godzin pracy i 100 zt na materiaty, zysk z jednej sztuki
wynosi 160 zt.

RzemiesInik dysponuje tygodniowo:

* maksymalnie 40 godzinami pracy,
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* maksymalnie 1000 zt na materiaty.

Zadanie polega na okresleniu, ile lamp kazdego typu powinien produkowac tygodniowo, aby
zmaksymalizowac swoj zysk, nie przekraczajac dostepnych zasobdéw.

Zmienna decyzyjna

Niech:

e $x$ - liczba lamp stojacych produkowanych tygodniowo,
e $y$ - liczba lamp biurkowych produkowanych tygodniowo.

Funkcja celu

Chcemy zmaksymalizowac zysk:

$$ Z = 240x + 160y $$
Ograniczenia

1. Czas pracy:

$$ 6x + 5y \leq 40 $$

2. Koszt materiatow:

$$ 200x + 100y \leq 1000 $$

3. Nieujemnos¢ zmiennych (nie mozna wyprodukowac ujemnej liczby lamp):

$$ x \geq 0,\quad y \geq 0 $$
Model matematyczny

$$ \begin{cases} \text{Maksymalizuj } Z = 240x + 160y \\ \text{przy warunkach:} \\ 6x + 5y \leq 40
\\ 200x + 100y \leq 1000 \\ x \geq 0,\ y \geq 0 \end{cases} $$

W kolejnych krokach mozna ten model rozwigza¢ metodg graficzng (poniewaz sg tylko dwie zmienne)

lub zastosowa¢ metode simpleks. Wynik da nam optymalng liczbe lamp kazdego typu, ktére powinien
produkowac rzemiesinik, by osiagna¢ maksymalny zysk.

Rozwigzanie problemu lamp - Excel i Python
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Rozwiazanie w Excelu (Dodatek Solver)

Aby rozwigzac¢ problem programowania liniowego w Excelu, mozna skorzysta¢ z wbudowanego
narzedzia Solver:

Krok po kroku:

1. Wprowadz dane do arkusza:

A B C
1 Lampy stojace (x) Lampy biurkowe (y)
2|Zysk jednostkowy|240 160
3|Czas pracy 6 5
4 |Koszt materiatu  |200 100
5/1l0s¢ =X =y

2. Wprowadz zmienne decyzji (np. komérki B5 i C5) - to beda liczby lamp.
3. Oblicz tgczny zysk: W komérce D1 wpisz formute: =240*B5 + 160*C5
4. Oblicz zuzycie zasobow:

e taczny czas pracy: =6*B5 + 5*C5°
e taczny koszt materiatow: *=200*B5 + 100*C5"

5. Otwérz Solver:

e 'Dane > Solver’
e Ustaw ,,Maksymalizuj”: komoérka z catkowitym zyskiem
e Zmieniane komoérki: "B5:C5

Ograniczenia:
e czas pracy < 40
¢ koszt materiatéw < 1000
*B5=20,C5=0

6. Wybierz Simplex LP jako metode rozwigzywania.

7. Kliknij Rozwiaz.

Rozwiazanie w Pythonie (biblioteka "PulLP’)

Python oferuje biblioteke “PuLP", ktéra umozliwia tworzenie i rozwigzywanie problemoéw
programowania liniowego.
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Przyktadowy kod:

pulp LpMaximize, LpProblem, LpVariable

# Definiowanie problemu
mode'l LpProblem(name="1amp-production"”, sense=LpMaximize

# Zmienne decyzyjne (rzeczywiste)
X = LpVariable(name="lampy stojace", lowBound
y = LpVariable(name="lampy biurkowe", lowBound

# Funkcja celu
model + * X o+ *y, "Zysk"

# Ograniczenia

model + *X + 5 *y "Czas pracy"
model + * X+ *y "Koszt materialow"

# Rozwigzanie
model.solve

# Wynik
f"Lampy stojace: {x.value()}"

f"Lampy biurkowe: {y.value()}"
f"Maksymalny zysk: {model.objective.value()} zt"

Wynik

Lampy stojace: 2.5
Lampy biurkowe: 5.0
Maksymalny zysk: 1400.0 zit

Przyktad problemu produkcyjnego - Rajstopy

Rozwazmy problem optymalizacji produkcji w zaktadzie wytwarzajgcym dwa rodzaje rajstop: cienkie i
grube. Celem jest maksymalizacja utargu, przy ograniczonych zasobach surowcoéw.

Tresé¢ zadania

Zaktad produkuje:

* Rajstopy cienkie - wymagajg: 10 g przedzy elastycznej i 10 g bawetnianej,
* Rajstopy grube - wymagaja: 20 g przedzy elastycznej i 25 g bawetnianej.

Stan magazynowy:
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e 200 kg przedzy elastycznej = 200000 g,

e 500 kg przedzy bawetnianej = 500 000 g.

Ceny sprzedazy:

e Rajstopy cienkie: 1,50 zt / para,
e Rajstopy grube: 4,00 zt / para.

Zmienna decyzyjna

Niech:

e $x$ - liczba par rajstop cienkich,
e $y$ - liczba par rajstop grubych.

Funkcja celu

Zaktad chce zmaksymalizowa¢ utarg (czyli catkowity przychdéd):

$$Z = 1.5x + 4y $$

Ograniczenia

1. Zuzycie przedzy elastycznej:
$$ 10x + 20y \leq 200\,000 $$
2. Zuzycie przedzy bawetnianej:
$$ 10x + 25y \leq 500\,000 $$
3. Nieujemnos$¢ zmiennych:

$$ x \geq 0,\quad y \geq 0 $$

Model matematyczny

$$ \begin{cases} \text{Maksymalizuj } Z = 1.5x + 4y \\ \text{przy warunkach:} \\ 10x + 20y \leq
200\,000 \\ 10x + 25y \leq 500\,000 \\ x \geq 0,\ y \geq 0 \end{cases} $$

Komentarz

Model ten mozna rozwigza¢ w Excelu (przy pomocy dodatku Solver) lub w Pythonie, np. za pomoca
biblioteki "PuLP". Wynikiem bedzie liczba par rajstop cienkich i grubych, ktére zaktad powinien
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wyprodukowac, aby osiagnac jak najwiekszy przychdd, nie przekraczajgc dostepnych zapaséw
przedzy.

W kolejnych sekcjach mozna przedstawi¢ konkretne rozwigzanie (metoda graficzng, w Excelu lub
Pythonie) i analize wyniku.

Rozwigzanie w Pythonie (biblioteka "PulLP’)

Python oferuje biblioteke "PuLP", ktéra umozliwia tworzenie i rozwigzywanie problemoéw
programowania liniowego.

Przyktadowy kod:

pulp LpMaximize, LpProblem, LpVariable

# Tworzymy problem maksymalizacji
model LpProblem(name="produkcja-rajstop", sense=LpMaximize

# Zmienne decyzyjne (liczba par rajstop)
X LpVariable(name="rajstopy cienkie", lowBound=0
y LpVariable(name="rajstopy grube", lowBound=0

# Funkcja celu — maksymalizacja utargu
mOdel + 1.5 * X + 4 * y “Utargll

# Ograniczenia zuzycia przedzy (gramy)
model + 10 * x + 20 * y 200 000, "Przedza elastyczna"
model + 10 * x + 25 * y 500 000, "Przedza baweiniana"

# Rozwigzanie
model.solve

# Wyniki
"Plan produkcji maksymalizujacy utarg:"
f"Rajstopy cienkie: {x.value()} par"
f"Rajstopy grube: {y.value()} par"
f"Maksymalny utarg: {model.objective.value()} zt"

Nagtéwek

Plan produkcji maksymalizujgcy utarg:
Rajstopy cienkie: 0.0 par

Rajstopy grube: 10000.0 par
Maksymalny utarg: 40000.0 zt
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Przyktad problemu produkcyjnego - “Lampy"

Zaktad produkcyjny wytwarza trzy rodzaje tkanin:

e Poscielowe
¢ Sukienkowe
e Dekoracyjne

Proces produkcji kazdej tkaniny przebiega w trzech wydziatach:

¢ Przedzalnia
e Tkalnia
» Wykonczalnia

Dla kazdego rodzaju tkaniny okreslono:

* Jednostkowe zuzycie czasu pracy maszyn (w minutach na 1 mb - metr biezacy),
 Jednostkowy zysk (w ztotowkach na 1 mb).

Maksymalny czas pracy maszyn w kazdym z wydziatéw jest ograniczony - wartosci te podano w
godzinach, co nalezy przeliczy¢ na minuty (1 godzina = 60 minut).

Dane wejsciowe

. . . . Zysk

. Przedzalnia Tkalnia Wykonczalnia .

Tkaniny [miﬁ] [min] [n¥in] jednostkowy
[zt]

Poscielowe 2 1 2 5
Sukienkowe 1 2 2 4.5
Dekoracyjne 2 2 1 6
Maksymalny czas pracy 2400 3000 2600
maszyn (w godz.)
Po przeliczeniu na minuty 144000 180000 156000

Zmienna decyzyjna

Niech:
e $x$ - liczba metréw biezacych tkanin poscielowych,

* $y$ - liczba metréw biezacych tkanin sukienkowych,
* $z$ - liczba metréw biezacych tkanin dekoracyjnych.

Funkcja celu

Celem jest maksymalizacja zysku:

$$ Z = 5x + 4.5y + 6z $$
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Ograniczenia czasowe (przeliczone na minuty)

1. Przedzalnia:

$$ 2x + 1y + 2z \leq 144000 $$
2. Tkalnia:

$$ 1x + 2y + 2z \leq 180000 $$
3. Wykonczalnia:

$$ 2x + 2y + 1z \leq 156000 $$
4. Nieujemnos¢ zmiennych:

$$ x \geq 0,\quad y \geq 0,\quad z\geq 0 $$
Model matematyczny

$$ \begin{cases} \text{Maksymalizuj } Z = 5x + 4.5y + 6z \\ \text{przy warunkach:} \\ 2x + 1y + 2z
\leq 144000 \\ 1x + 2y + 2z \leq 180000 \\ 2x + 2y + 1z \leq 156000 \\ x, y, z \geq 0 \end{cases} $$

Cel zadania

Wyznaczy¢ optymalny plan produkcji tkanin, czyli wartosci $x$, $y$, $z$, ktére maksymalizujg zysk
zaktadu, nie przekraczajac dostepnych limitdw czasu pracy maszyn w kazdym dziale produkcyjnym.

Rozwiazanie w Pythonie (biblioteka "PulLP’)

Python oferuje biblioteke “PuLP", ktéra umozliwia tworzenie i rozwigzywanie problemoéw
programowania liniowego.

Przyktadowy kod:

pulp LpMaximize, LpProblem, LpVariable

# Tworzymy model
model LpProblem(name="produkcja-tkanin", sense=LpMaximize

# Zmienne decyzyjne: ilos¢ mb tkanin

X = LpVariable(name="tkanina poscielowa", lowBound
y = LpVariable(name="tkanina sukienkowa", lowBound
z LpVariable(name="tkanina dekoracyjna", lowBound

# Funkcja celu: maksymalizacja zysku
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model + * X + *y 4+ 6 * z, "Zysk"

# Ograniczenia czasowe — przeliczone na minuty

model + * X + 1 Xy + 2 %z 000, "Przedzalnia"
model + * X +2*y+2 %z 000, "Tkalnia"
model + * X + 2 Xy + 1%z 000, "Wykonczalnia"

# Rozwigzanie
model.solve

# Wyniki

"Optymalny plan produkcji:"

f"Tkanina poscielowa: {x.value():.2f} mb"

f"Tkanina sukienkowa: {y.value():.2f} mb"

f"Tkanina dekoracyjna: {z.value():.2f} mb"

f"Maksymalny zysk: {model.objective.value():.2f} zt"
Wynik

Optymalny plan produkcji:

Tkanina posScielowa: 12000.00 mb
Tkanina sukienkowa: 48000.00 mb
Tkanina dekoracyjna: 36000.00 mb
Maksymalny zysk: 492000.00 zk

Przyktad problemu produkcyjnego -
kapelusze

Pracownia specjalizujgca sie w produkcji meskich kapeluszy i beretéw dysponuje ograniczonymi
zasobami surowca oraz stoi wobec ograniczonego popytu rynkowego. Celem jest opracowanie takiego

planu produkcji, ktory zmaksymalizuje catkowity zysk w miesigcach jesienno-zimowych (I i IV
kwartat).

Tresc zadania

Surowiec: podstawowym materiatem do produkcji obu wyrobdw jest filc.

Na jeden kapelusz potrzeba: 0,6 m? filcu.

Na jeden beret potrzeba: 0,4 m? filcu.

taczny miesieczny limit zakupu filcu: 960 m2.

Popyt rynkowy: nie wiecej niz 1000 sztuk kazdego produktu miesiecznie.

Zysk jednostkowy:

e Kapelusz: 3 zt/szt.
e Beret: 2 zt/szt.
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Zmienna decyzyjna

Niech:

e $x$ - liczba produkowanych kapeluszy miesiecznie,
e $y$ - liczba produkowanych beretéw miesiecznie.

Funkcja celu

Celem jest maksymalizacja zysku:

$$ Z = 3x + 2y $%
Ograniczenia

1. Zuzycie filcu:

$$ 0.6x + 0.4y \leq 960 $$

2. Ograniczenia popytowe (sprzedazowe):
$$ x \leq 1000 \\ y \leq 1000 $$

3. Nieujemnos$c¢ zmiennych:

$$ x \geq 0,\quad y \geq 0 $$
Model matematyczny

$$ \begin{cases} \text{Maksymalizuj } Z = 3x + 2y \\ \text{przy warunkach:} \\ 0.6x + 0.4y \leq 960
\\ x \leq 1000 \\ y \leq 1000 \\ x, y \geq 0 \end{cases} $$

Cel zadania

Wyznaczyc liczbe kapeluszy i beretdw, jaka pracownia powinna produkowaé w miesigcach jesienno-
zimowych, aby osiagng¢ maksymalny zysk, przy uwzglednieniu ograniczen materiatowych oraz
popytowych.

Rozwigzanie w Pythonie (biblioteka "PulLP’)

Python oferuje biblioteke "PuLP", ktéra umozliwia tworzenie i rozwigzywanie problemoéw
programowania liniowego.
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Przyktadowy kod:

pulp LpMaximize, LpProblem, LpVariable

# Tworzymy model maksymalizacji zysku
mode'l LpProblem(name="produkcja-kapeluszy-i-beretow", sense=LpMaximize

# Zmienne decyzyjne: liczba kapeluszy i beretéw
X = LpVariable(name="kapelusze", lowBound
y = LpVariable(name="berety", lowBound

# Funkcja celu: maksymalizacja zysku
model + * X + 2 *y, "Zysk"

# Ograniczenie zuzycia filcu
model + * X + Xy "Filc"

# Ograniczenia popytowe
model += Xx "Max kapelusze"
model += y "Max_ berety"

# Rozwigzanie
model.solve

# Wyniki
"Optymalny plan produkcji:"
f"Kapelusze: {x.value():.0f} szt."
f"Berety: {y.value():.0f} szt."
f"Maksymalny zysk: {model.objective.value():.2f} zt"

Wynik:

Optymalny plan produkcji:
Kapelusze: 1000 szt.
Berety: 900 szt.
Maksymalny zysk: 4800.00 zt

Przyktad problemu produkcyjnego - Pani
Zuzia

Pani Zuzia prowadzi matg firme gastronomiczng, w ktérej przygotowuje dwa rodzaje dah: Maxi i Mini.
Oba dania réznig sie wielkoscig porcji, zuzyciem sktadnikdédw oraz ceng sprzedazy. Celem jest ustalenie
takiej liczby dan kazdego typu, aby zmaksymalizowac dzienny przychod z ich sprzedazy -
zaktadamy, ze wszystko, co zostanie przygotowane, zostanie rowniez sprzedane.
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Tresc zadania

Dania oferowane:

e Maxi - cena: 19 zt
e Mini - cena: 11 z

Sktadniki potrzebne do przygotowania:
Mieso:

e Maxi: 7 dag (0,07 kg)
e Mini: 4 dag (0,04 kg)

Kapusta:

e Maxi: 10 dag (0,10 kg)
e Mini: 7 dag (0,07 kg)

Dzienne zapasy:

e Mieso: 1,3 kg
e Kapusta: 2,0 kg

Zmienna decyzyjna

Niech:

* $x$ - liczba dan typu Maxi,
* $y$ - liczba dan typu Mini.

Funkcja celu

Celem jest maksymalizacja przychodu:

$$Z =19x + 11y $$
Ograniczenia zasobdéw

1. Mieso:

$$ 0.07x + 0.04y \leq 1.3 $$
2. Kapusta:

$$ 0.10x + 0.07y \leq 2.0 $$

3. Nieujemnosc¢ zmiennych:
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$$ x \geq 0,\quad y \geq 0 $$
Model matematyczny

$$ \begin{cases} \text{Maksymalizuj } Z = 19x + 11y \\ \text{przy warunkach:} \\ 0.07x + 0.04y \leq
1.3\ 0.10x + 0.07y \leq 2.0 \\ x, y \geq 0 \end{cases} $$

Cel zadania

Wyznaczy¢ ile dah typu Maxi oraz Mini powinna przygotowywac Pani Zuzia dziennie, aby osiggna¢
maksymalny mozliwy przychdéd, przy ograniczonych zasobach miesa i kapusty.

Rozwiazanie w Pythonie (biblioteka "PulLP’)

Python oferuje biblioteke “PuLP", ktéra umozliwia tworzenie i rozwigzywanie problemoéw
programowania liniowego.

Przyktadowy kod:

pulp LpMaximize, LpProblem, LpVariable, LpInteger

# Tworzymy model optymalizacji
model LpProblem(name="produkcja-dan-pani-zuzia", sense-LpMaximize

# Zmienne decyzyjne jako liczby catkowite
X LpVariable(name="danie maxi", lowBound=0, cat=LpInteger
y LpVariable(name="danie mini", lowBound=0, cat=LpInteger

# Funkcja celu: maksymalizacja przychodu
model += 19 * x + 11 * y, "Przychod"

# Ograniczenia surowcéw
model += 0.07 * x + 0.04 * y 1.3, "Ograniczenie miesa"
model += 0.10 * x + 0.07 * y 2.0, "Ograniczenie kapusty"

# Rozwigzanie problemu
model.solve

# Wyniki
"Optymalny plan produkcji (liczby catkowite):"
f"Dania Maxi: {int(x.value())} szt."
f"Dania Mini: {int(y.value())} szt."
f"Maksymalny przychéd: {model.objective.value():.2f} zt"
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Wynik:

Optymalny plan produkcji (liczby catkowite):
Dania Maxi: 14 szt.

Dania Mini: 8 szt.

Maksymalny przychdd: 354.00 zt
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