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Badania operacyjne: Programowanie Liniowe
¢wiczenia

Programowanie liniowe (eng. LP) to jedna z najwazniejszych dziedzin optymalizacji matematycznej,
ktérej celem jest maksymalizacja lub minimalizacja funkcji liniowej przy spetnieniu okreslonych
ograniczeh rowniez w postaci réwnan lub nieréwnosci liniowych. Metody programowania liniowego
znajduja zastosowanie w wielu dziedzinach, takich jak logistyka, ekonomia, inzynieria, zarzadzanie
produkcjg, analiza finansowa czy planowanie strategiczne.

Krotka historia

Poczatki programowania liniowego siegaja lat 30. XX wieku, jednak jego dynamiczny rozwéj rozpoczat
sie w czasie Il wojny Swiatowej. W 1947 roku amerykanski matematyk George Dantzig opracowat
metode simpleks, ktéra zrewolucjonizowata sposéb rozwigzywania probleméw optymalizacyjnych i do
dzis pozostaje jedng z najpopularniejszych metod rozwigzywania probleméw PL.

Od tamtej pory programowanie liniowe stato sie integralng czescig badan operacyjnych (ang.
operations research) i zyskato szerokie uznanie w praktyce gospodarczej i naukowe;j.

Podstawowe pojecia

Podstawowe elementy programowania liniowego to:

e Funkcja celu - funkcja liniowa, ktdorg chcemy maksymalizowac lub minimalizowac (np. zysk,
koszt, czas).

* Zmienna decyzyjna - wielkosci, ktérych wartosci sa poszukiwane i ktére majg wptyw na wartos¢
funkcji celu.

e Ograniczenia (restrykcje) - warunki, jakie musza by¢ spetnione przez zmienne decyzyjne,
zwykle w formie rownan lub nieréwnosci liniowych.

e Obszar dopuszczalny - zbiér wszystkich mozliwych rozwigzan, ktére spetniajg ograniczenia.

* Rozwigzanie optymalne - punkt w obszarze dopuszczalnym, dla ktérego funkcja celu osigga
wartos¢ najwieksza (maksimum) lub najmniejsza (minimum), zgodnie z zatozeniem problemu.

W kolejnych sekcjach tego artykutu przedstawione zostang metody rozwigzywania probleméw
programowania liniowego oraz przyktady praktycznych zastosowan.

Jak zainstalowac Solver
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Przykiad problemu produkcyjnego - "Lampy"

Rozwazmy typowy problem produkcyjny, w ktédrym celem jest maksymalizacja zysku przy
ograniczonych zasobach czasu i materiatow.

RzemiesInik produkuje dwa rodzaje lamp:
e Lampy stojace (duze) - wymagajg 6 godzin pracy i 200 zt na materiaty, zysk z jednej sztuki
wynosi 240 zt.

e Lampy biurkowe (mate) - wymagajag 5 godzin pracy i 100 zt na materiaty, zysk z jednej sztuki
wynosi 160 zt.

RzemiesInik dysponuje tygodniowo:

* maksymalnie 40 godzinami pracy,
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* maksymalnie 1000 zt na materiaty.

Zadanie polega na okresleniu, ile lamp kazdego typu powinien produkowac tygodniowo, aby
zmaksymalizowac swoj zysk, nie przekraczajac dostepnych zasobdéw.

Zmienna decyzyjna

Niech:

e $x$ - liczba lamp stojacych produkowanych tygodniowo,
e $y$ - liczba lamp biurkowych produkowanych tygodniowo.

Funkcja celu

Chcemy zmaksymalizowac zysk:

$$ Z = 240x + 160y $$
Ograniczenia

1. Czas pracy:

$$ 6x + 5y \leq 40 $$

2. Koszt materiatow:

$$ 200x + 100y \leq 1000 $$

3. Nieujemnos¢ zmiennych (nie mozna wyprodukowac ujemnej liczby lamp):

$$ x \geq 0,\quad y \geq 0 $$
Model matematyczny

$$ \begin{cases} \text{Maksymalizuj } Z = 240x + 160y \\ \text{przy warunkach:} \\ 6x + 5y \leq 40
\\ 200x + 100y \leq 1000 \\ x \geq 0,\ y \geq 0 \end{cases} $$

W kolejnych krokach mozna ten model rozwigza¢ metodg graficzng (poniewaz sg tylko dwie zmienne)

lub zastosowa¢ metode simpleks. Wynik da nam optymalng liczbe lamp kazdego typu, ktére powinien
produkowac rzemiesinik, by osiagna¢ maksymalny zysk.

Rozwigzanie problemu lamp - Excel i Python
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Rozwiazanie w Excelu (Dodatek Solver)

Aby rozwigzac¢ problem programowania liniowego w Excelu, mozna skorzysta¢ z wbudowanego
narzedzia Solver:

Krok po kroku:

1. Wprowadz dane do arkusza:

A B C
1 Lampy stojace (x) Lampy biurkowe (y)
2|Zysk jednostkowy|240 160
3|Czas pracy 6 5
4 |Koszt materiatu  |200 100
5/1l0s¢ =X =y

2. Wprowadz zmienne decyzji (np. komérki B5 i C5) - to beda liczby lamp.
3. Oblicz tgczny zysk: W komérce D1 wpisz formute: =240*B5 + 160*C5
4. Oblicz zuzycie zasobow:

e taczny czas pracy: =6*B5 + 5*C5°
e taczny koszt materiatow: *=200*B5 + 100*C5"

5. Otwérz Solver:

e 'Dane > Solver’
e Ustaw ,,Maksymalizuj”: komoérka z catkowitym zyskiem
e Zmieniane komoérki: "B5:C5

Ograniczenia:
e czas pracy < 40
¢ koszt materiatéw < 1000
*B5=20,C5=0

6. Wybierz Simplex LP jako metode rozwigzywania.

7. Kliknij Rozwiaz.

Rozwiazanie w Pythonie (biblioteka "PulLP’)

Python oferuje biblioteke “PuLP", ktéra umozliwia tworzenie i rozwigzywanie problemoéw
programowania liniowego.
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Przyktadowy kod:

pulp LpMaximize, LpProblem, LpVariable

# Definiowanie problemu
mode'l LpProblem(name="1amp-production"”, sense=LpMaximize

# Zmienne decyzyjne (rzeczywiste)
X = LpVariable(name="lampy stojace", lowBound
y = LpVariable(name="lampy biurkowe", lowBound

# Funkcja celu
model + * X o+ *y, "Zysk"

# Ograniczenia

model + *X + 5 *y "Czas pracy"
model + * X+ *y "Koszt materialow"

# Rozwigzanie
model.solve

# Wynik
f"Lampy stojace: {x.value()}"

f"Lampy biurkowe: {y.value()}"
f"Maksymalny zysk: {model.objective.value()} zt"

Wynik

Lampy stojace: 2.5
Lampy biurkowe: 5.0
Maksymalny zysk: 1400.0 zit

Przyktad problemu produkcyjnego - Rajstopy

Rozwazmy problem optymalizacji produkcji w zaktadzie wytwarzajgcym dwa rodzaje rajstop: cienkie i
grube. Celem jest maksymalizacja utargu, przy ograniczonych zasobach surowcoéw.

Tresé¢ zadania

Zaktad produkuje:

* Rajstopy cienkie - wymagajg: 10 g przedzy elastycznej i 10 g bawetnianej,
* Rajstopy grube - wymagaja: 20 g przedzy elastycznej i 25 g bawetnianej.

Stan magazynowy:
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e 200 kg przedzy elastycznej = 200000 g,

e 500 kg przedzy bawetnianej = 500 000 g.

Ceny sprzedazy:

e Rajstopy cienkie: 1,50 zt / para,
e Rajstopy grube: 4,00 zt / para.

Zmienna decyzyjna

Niech:

e $x$ - liczba par rajstop cienkich,
e $y$ - liczba par rajstop grubych.

Funkcja celu

Zaktad chce zmaksymalizowa¢ utarg (czyli catkowity przychéd):

$$Z =1.5x + 4y $%

Ograniczenia

1. Zuzycie przedzy elastycznej:
$$ 10x + 20y \leq 200\,000 $$
2. Zuzycie przedzy bawetniane;j:
$$ 10x + 25y \leq 500\,000 $$
3. Nieujemnosc¢ zmiennych:

$$ x \geq 0,\quad y \geq 0 $$

Model matematyczny

$$ \begin{cases} \text{Maksymalizuj } Z = 1.5x + 4y \\ \text{przy warunkach:} \\ 10x + 20y \leq
200\,000 \\ 10x + 25y \leq 500\,000 \\ x \geq 0,\ y \geq 0 \end{cases} $$

Komentarz

Model ten mozna rozwigzac¢ w Excelu (przy pomocy dodatku Solver) lub w Pythonie, np. za pomocg
biblioteki "PuLP". Wynikiem bedzie liczba par rajstop cienkich i grubych, ktére zaktad powinien
wyprodukowac, aby osiagnac jak najwiekszy przychdd, nie przekraczajgc dostepnych zapaséw

przedzy.
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W kolejnych sekcjach mozna przedstawi¢ konkretne rozwigzanie (metoda graficzng, w Excelu lub
Pythonie) i analize wyniku.

Rozwigzanie w Pythonie (biblioteka "PulLP’)

Python oferuje biblioteke "PuLP", ktéra umozliwia tworzenie i rozwigzywanie problemoéw
programowania liniowego.

Przyktadowy kod:

pulp LpMaximize, LpProblem, LpVariable

# Tworzymy problem maksymalizacji
model LpProblem(name="produkcja-rajstop", sense=LpMaximize

# Zmienne decyzyjne (liczba par rajstop)
X LpVariable(name="rajstopy cienkie", lowBound=0
y LpVariable(name="rajstopy grube", lowBound=0

# Funkcja celu — maksymalizacja utargu
model += 1.5 * x + 4 * y, "Utarg"

# Ograniczenia zuzycia przedzy (gramy)
model + 10 * x + 20 * y 200 000, "Przedza elastyczna"
model + 10 * x + 25 * y 500 000, "Przedza baweiniana"

# Rozwigzanie
model.solve

# Wyniki
"Plan produkcji maksymalizujacy utarg:"
f"Rajstopy cienkie: {x.value()} par"
f"Rajstopy grube: {y.value()} par"
f"Maksymalny utarg: {model.objective.value()} zt"

Nagtéwek

Plan produkcji maksymalizujgcy utarg:
Rajstopy cienkie: 0.0 par

Rajstopy grube: 10000.0 par
Maksymalny utarg: 40000.0 zt
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Przyktad problemu produkcyjnego - “Lampy"

Zaktad produkcyjny wytwarza trzy rodzaje tkanin:

e Poscielowe
¢ Sukienkowe
e Dekoracyjne

Proces produkcji kazdej tkaniny przebiega w trzech wydziatach:

¢ Przedzalnia
e Tkalnia
» Wykonczalnia

Dla kazdego rodzaju tkaniny okreslono:

* Jednostkowe zuzycie czasu pracy maszyn (w minutach na 1 mb - metr biezacy),
 Jednostkowy zysk (w ztotowkach na 1 mb).

Maksymalny czas pracy maszyn w kazdym z wydziatéw jest ograniczony - wartosci te podano w
godzinach, co nalezy przeliczy¢ na minuty (1 godzina = 60 minut).

Dane wejsciowe

. . . . Zysk

. Przedzalnia Tkalnia Wykonczalnia .

Tkaniny [miﬁ] [min] [n¥in] jednostkowy
[zt]

Poscielowe 2 1 2 5
Sukienkowe 1 2 2 4.5
Dekoracyjne 2 2 1 6
Maksymalny czas pracy 2400 3000 2600
maszyn (w godz.)
Po przeliczeniu na minuty 144000 180000 156000

Zmienna decyzyjna

Niech:
e $x$ - liczba metréw biezacych tkanin poscielowych,

* $y$ - liczba metréw biezacych tkanin sukienkowych,
* $z$ - liczba metréw biezacych tkanin dekoracyjnych.

Funkcja celu

Celem jest maksymalizacja zysku:

$$ Z = 5x + 4.5y + 6z $$
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Ograniczenia czasowe (przeliczone na minuty)

1. Przedzalnia:

$$ 2x + 1y + 2z \leq 144000 $$
2. Tkalnia:

$$ 1x + 2y + 2z \leq 180000 $$
3. Wykonczalnia:

$$ 2x + 2y + 1z \leq 156000 $$
4. Nieujemnos¢ zmiennych:

$$ x \geq 0,\quad y \geq 0,\quad z\geq 0 $$
Model matematyczny

$$ \begin{cases} \text{Maksymalizuj } Z = 5x + 4.5y + 6z \\ \text{przy warunkach:} \\ 2x + 1y + 2z
\leq 144000 \\ 1x + 2y + 2z \leq 180000 \\ 2x + 2y + 1z \leq 156000 \\ x, y, z \geq 0 \end{cases} $$

Cel zadania

Wyznaczy¢ optymalny plan produkcji tkanin, czyli wartosci $x$, $y$, $z$, ktére maksymalizujg zysk
zaktadu, nie przekraczajac dostepnych limitdw czasu pracy maszyn w kazdym dziale produkcyjnym.

Rozwiazanie w Pythonie (biblioteka "PulLP’)

Python oferuje biblioteke “PuLP", ktéra umozliwia tworzenie i rozwigzywanie problemoéw
programowania liniowego.

Przyktadowy kod:

pulp LpMaximize, LpProblem, LpVariable

# Tworzymy model
model LpProblem(name="produkcja-tkanin", sense=LpMaximize

# Zmienne decyzyjne: ilos¢ mb tkanin

X = LpVariable(name="tkanina poscielowa", lowBound
y = LpVariable(name="tkanina sukienkowa", lowBound
z LpVariable(name="tkanina dekoracyjna", lowBound

# Funkcja celu: maksymalizacja zysku
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model + * X + *y 4+ 6 * z, "Zysk"

# Ograniczenia czasowe — przeliczone na minuty

model + * X + 1 Xy + 2 %z 000, "Przedzalnia"
model + * X +2*y+2 %z 000, "Tkalnia"
model + * X + 2 Xy + 1%z 000, "Wykonczalnia"

# Rozwigzanie
model.solve

# Wyniki

"Optymalny plan produkcji:"

f"Tkanina poscielowa: {x.value():.2f} mb"

f"Tkanina sukienkowa: {y.value():.2f} mb"

f"Tkanina dekoracyjna: {z.value():.2f} mb"

f"Maksymalny zysk: {model.objective.value():.2f} zt"
Wynik

Optymalny plan produkcji:

Tkanina posScielowa: 12000.00 mb
Tkanina sukienkowa: 48000.00 mb
Tkanina dekoracyjna: 36000.00 mb
Maksymalny zysk: 492000.00 zk

Przyktad problemu produkcyjnego -
kapelusze

Pracownia specjalizujgca sie w produkcji meskich kapeluszy i beretéw dysponuje ograniczonymi
zasobami surowca oraz stoi wobec ograniczonego popytu rynkowego. Celem jest opracowanie takiego

planu produkcji, ktory zmaksymalizuje catkowity zysk w miesigcach jesienno-zimowych (I i IV
kwartat).

Tresc zadania

Surowiec: podstawowym materiatem do produkcji obu wyrobdw jest filc.

Na jeden kapelusz potrzeba: 0,6 m? filcu.

Na jeden beret potrzeba: 0,4 m? filcu.

taczny miesieczny limit zakupu filcu: 960 m2.

Popyt rynkowy: nie wiecej niz 1000 sztuk kazdego produktu miesiecznie.

Zysk jednostkowy:

e Kapelusz: 3 zt/szt.
e Beret: 2 zt/szt.
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Zmienna decyzyjna

Niech:

e $x$ - liczba produkowanych kapeluszy miesiecznie,
e $y$ - liczba produkowanych beretéw miesiecznie.

Funkcja celu

Celem jest maksymalizacja zysku:

$$ Z = 3x + 2y $%
Ograniczenia

1. Zuzycie filcu:

$$ 0.6x + 0.4y \leq 960 $$

2. Ograniczenia popytowe (sprzedazowe):
$$ x \leq 1000 \\ y \leq 1000 $$

3. Nieujemnos$c¢ zmiennych:

$$ x \geq 0,\quad y \geq 0 $$
Model matematyczny

$$ \begin{cases} \text{Maksymalizuj } Z = 3x + 2y \\ \text{przy warunkach:} \\ 0.6x + 0.4y \leq 960
\\ x \leq 1000 \\ y \leq 1000 \\ x, y \geq 0 \end{cases} $$

Cel zadania

Wyznaczyc liczbe kapeluszy i beretdw, jaka pracownia powinna produkowaé w miesigcach jesienno-
zimowych, aby osiagng¢ maksymalny zysk, przy uwzglednieniu ograniczen materiatowych oraz
popytowych.

Rozwigzanie w Pythonie (biblioteka "PulLP’)

Python oferuje biblioteke "PuLP", ktéra umozliwia tworzenie i rozwigzywanie problemoéw
programowania liniowego.
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Przyktadowy kod:

pulp LpMaximize, LpProblem, LpVariable

# Tworzymy model maksymalizacji zysku
mode'l LpProblem(name="produkcja-kapeluszy-i-beretow", sense=LpMaximize

# Zmienne decyzyjne: liczba kapeluszy i beretéw
X = LpVariable(name="kapelusze", lowBound
y = LpVariable(name="berety", lowBound

# Funkcja celu: maksymalizacja zysku
model + * X + 2 *y, "Zysk"

# Ograniczenie zuzycia filcu
model + * X + Xy "Filc"

# Ograniczenia popytowe
model += Xx "Max kapelusze"
model += y "Max_ berety"

# Rozwigzanie
model.solve

# Wyniki
"Optymalny plan produkcji:"
f"Kapelusze: {x.value():.0f} szt."
f"Berety: {y.value():.0f} szt."
f"Maksymalny zysk: {model.objective.value():.2f} zt"

Wynik:

Optymalny plan produkcji:
Kapelusze: 1000 szt.
Berety: 900 szt.
Maksymalny zysk: 4800.00 zt

Przyktad problemu produkcyjnego - Pani
Zuzia

Pani Zuzia prowadzi matg firme gastronomiczng, w ktérej przygotowuje dwa rodzaje dah: Maxi i Mini.
Oba dania réznig sie wielkoscig porcji, zuzyciem sktadnikdédw oraz ceng sprzedazy. Celem jest ustalenie
takiej liczby dan kazdego typu, aby zmaksymalizowac dzienny przychod z ich sprzedazy -
zaktadamy, ze wszystko, co zostanie przygotowane, zostanie rowniez sprzedane.
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Tresc zadania

Dania oferowane:

e Maxi - cena: 19 zt
e Mini - cena: 11 z

Sktadniki potrzebne do przygotowania:
Mieso:

e Maxi: 7 dag (0,07 kg)
e Mini: 4 dag (0,04 kg)

Kapusta:

e Maxi: 10 dag (0,10 kg)
e Mini: 7 dag (0,07 kg)

Dzienne zapasy:

e Mieso: 1,3 kg
e Kapusta: 2,0 kg

Zmienna decyzyjna

Niech:

* $x$ - liczba dan typu Maxi,
* $y$ - liczba dan typu Mini.

Funkcja celu

Celem jest maksymalizacja przychodu:

$$Z =19x + 11y $$
Ograniczenia zasobdéw

1. Mieso:

$$ 0.07x + 0.04y \leq 1.3 $$
2. Kapusta:

$$ 0.10x + 0.07y \leq 2.0 $$

3. Nieujemnosc¢ zmiennych:
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$$ x \geq 0,\quad y \geq 0 $$
Model matematyczny

$$ \begin{cases} \text{Maksymalizuj } Z = 19x + 11y \\ \text{przy warunkach:} \\ 0.07x + 0.04y \leq
1.3\ 0.10x + 0.07y \leq 2.0 \\ x, y \geq 0 \end{cases} $$

Cel zadania

Wyznaczy¢ ile dah typu Maxi oraz Mini powinna przygotowywac Pani Zuzia dziennie, aby osiggna¢
maksymalny mozliwy przychdéd, przy ograniczonych zasobach miesa i kapusty.

Rozwiazanie w Pythonie (biblioteka "PulLP’)

Python oferuje biblioteke “PuLP", ktéra umozliwia tworzenie i rozwigzywanie problemoéw
programowania liniowego.

Przyktadowy kod:

pulp LpMaximize, LpProblem, LpVariable, LpInteger

# Tworzymy model optymalizacji
model LpProblem(name="produkcja-dan-pani-zuzia", sense-LpMaximize

# Zmienne decyzyjne jako liczby catkowite
X LpVariable(name="danie maxi", lowBound=0, cat=LpInteger
y LpVariable(name="danie mini", lowBound=0, cat=LpInteger

# Funkcja celu: maksymalizacja przychodu
model += 19 * x + 11 * y, "Przychod"

# Ograniczenia surowcéw
model += 0.07 * x + 0.04 * y 1.3, "Ograniczenie miesa"
model += 0.10 * x + 0.07 * y 2.0, "Ograniczenie kapusty"

# Rozwigzanie problemu
model.solve

# Wyniki
"Optymalny plan produkcji (liczby catkowite):"
f"Dania Maxi: {int(x.value())} szt."
f"Dania Mini: {int(y.value())} szt."
f"Maksymalny przychéd: {model.objective.value():.2f} zt"
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Wynik:

Optymalny plan produkcji (liczby catkowite):
Dania Maxi: 14 szt.

Dania Mini: 8 szt.

Maksymalny przychdd: 354.00 zt

Przyktad Minimalizacyjny Ogrzewanie
pomieszczen

Do ogrzania dwéch pomieszczen o poczatkowej temperaturze 0°C mozna uzywac dwdéch Zrédet ciepta:
wegla i koksu. Kazde z tych paliw wptywa inaczej na temperature w pomieszczeniach, a ich ceny
réwniez sie rdznia.

Dane wejsciowe

Poczatkowa temperatura w obu pomieszczeniach: 0°C Minimalne wymagane temperatury:

e Pomieszczenie 1: co najmniej 180°C
e Pomieszczenie 2: co najmniej 200°C

fekt spalania: 1 kg wegla:

e Pomieszczenie 1: +30°C
e Pomieszczenie 2: +20°C

1 kg koksu:

e Pomieszczenie 1: +10°C
e Pomieszczenie 2: +20°C

Koszty:

e 1 tona wegla: 500 zt - 1 kg = 0,50 zt
¢ 1 tona koksu: 300 zt » 1 kg = 0,30 zt

Zmienne decyzyjne

* $x$ - liczba kg wegla do spalenia
e $y$-liczba kg koksu do spalenia
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Funkcja celu

Minimalizacja tacznego kosztu ogrzewania: $$ \min Z = 0.50x + 0.30y $$

Ograniczenia

Temperatury muszg by¢ osiggniete lub przekroczone:
e Dla pierwszego pomieszczenia:
$$ 30x + 10y \geq 180 $$
e Dla drugiego pomieszczenia:
$$ 20x + 20y \geq 200 $$
» Dodatkowo, nie mozemy spala¢ ujemnych ilosci paliwa:

$$ x \geq 0,\quad y \geq 0 $$

Cel

Wyznaczy¢ minimalne ilosci wegla $ x $ i koksu $ y $, ktére pozwola uzyska¢ wymagana temperature

w obu pomieszczeniach przy najnizszym koszcie ogrzewania.

Rozwigzanie

Rozwigzanie mozna uzyskac za pomoca:

¢ arkusza kalkulacyjnego (Excel: dodajgc Solver),
e programowania liniowego w Pythonie (np. z uzyciem biblioteki PuLP),
» metody graficznej (jesli szukamy wizualnego zrozumienia dla 2 zmiennych).

Rozwigzanie w Pythonie (biblioteka "PulLP’)

Python oferuje biblioteke “PuLP’, ktéra umozliwia tworzenie i rozwigzywanie problemoéw
programowania liniowego.

Przyktadowy kod:

pulp LpProblem, LpVariable, LpMinimize, LpStatus, value

# Tworzenie modelu

made by Kacper Ostrowski
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model LpProblem("ogrzewanie pomieszczen", LpMinimize

# Zmienne decyzyjne: kg wegla (x), kg koksu (y)
X LpVariable("wegiel kg", lowBound
y = LpVariable("koks kg", lowBound

# Funkcja celu: minimalizacja kosztow
model + * X + * y, "Koszt ogrzewania"

# Ograniczenia temperatury
model + * X + *y “"Temp pomieszczenie 1"
model + * X + *y “"Temp pomieszczenie 2"

# Rozwigzanie
model.solve

# Wyniki
"Status:", LpStatus/model.status
“Wegiel (kg):", round(x.value
"Koks (kg):", round(y.value
"Minimalny koszt (z%):", round(value(model.objective

Wynik:

Status: Optimal

Wegiel (kg): 4.0

Koks (kg): 6.0

Minimalny koszt (zt): 3.8

Problem transportowy - Transport mieszanki
soli i piasku

Miasto musi w okresie zimowym dostarczy¢ mieszanke soli i piasku z dwdch sktadnic do czterech
dzielnic. Celem jest ustalenie takiego planu transportu, ktéry zaspokoi zapotrzebowanie
wszystkich dzielnic przy najnizszym mozliwym koszcie transportu.

Dane wejsciowe

Miasto dysponuje dwiema sktadnicami materiatu.

Materiat musi by¢ rozwieziony do czterech dzielnic.

Kazda dzielnica ma okreslone zapotrzebowanie na mieszanke (w tonach).

Kazda skfadnica ma ograniczong maksymalna ilos¢ materiatu, jaka moze dostarczyc.
Koszty transportu (w zt/t) roznig sie w zaleznosci od trasy (sktadnica-dzielnica).
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Tabela kosztow transportu i zapotrzebowan

Dzielnica|Sktadnica 1 (z#/t) Sktadnica 2 (zt/t)|Zapotrzebowanie (t)
1 2.00 4.00 300
2 3.00 3.50 450
3 1.50 2.50 500
4 2.50 3.00 350

Pojemnosci skiadnic

¢ Sktadnica 1: 900 ton
e Sktadnica 2: 750 ton

Zmienne decyzyjne

Niech: $x_{ij}$ - ilos¢ ton mieszanki przetransportowanej ze sktadnicy $i$ do dzielnicy $j$, gdzie $i
\in\{1, 2\}$ i $j\in \{1, 2, 3, 4\}$.

Funkcja celu

Minimalizacja catkowitego kosztu transportu:
$$ Z = \min \sum_{i=1}"{2} \sum_{j=1}"{4} c_{ij} \cdot x_{ij} $$

Gdzie $c_{ij}$ to koszt transportu 1 tony ze sktadnicy $i$ do dzielnicy $j$.

Ograniczenia

Pojemnosci sktadnic:
$$ x {11} + x {12} + x {13} + x {14} \leq 900 \\ x_{21} + x {22} + x {23} + x {24} \leq 750 $%
Zapotrzebowanie dzielnic:

$$ x_{11} + x_{21} =300\ x_{12} + x_{22} = 450 \\ x_{13} + x_{23} = 500 \\ x_{14} + x_{24}
=350 $$

Nieujemnos¢ zmiennych:

$$ x_{ij} \geq 0 \quad \text{dla kazdego } i, j $%

Cel

Wyznaczy¢ optymalne wartosci $x_{ij}$, aby catkowity koszt transportu byt jak najmniejszy, a
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jednoczesnie spetnione zostaty ograniczenia zapotrzebowania i pojemnosci.
Uwagi
To klasyczny przyktad tzw. problemu transportowego w programowaniu liniowym. Rozwigzanie
mozna znalez¢ m.in. za pomoca:
» metody potencjatéw (recznie lub w arkuszu kalkulacyjnym),

e programowania liniowego w Pythonie (np. "PuLP", “scipy.optimize"),
¢ narzedzi takich jak Excel Solver.

Rozwigzanie w Pythonie (biblioteka "PuLP’)

Python oferuje biblioteke “PuLP’, ktéra umozliwia tworzenie i rozwigzywanie probleméw
programowania liniowego.

Przyktadowy kod:

pulp

# Tworzymy problem minimalizacji kosztow
problem pulp.LpProblem("Transport soli i piasku", pulp.LpMinimize

# Sktadnice 1 dzielnice
skladnice 1, 2
dzielnice 1, 2, 3, 4

# Koszty transportu c 1j (stownik)
koszty

: 2. 1 3. 1, 3): 1.50
2, 1): 4.00 2, 2): 3.50 2, 3): 2.50

N =
&~ B
w
(o)
(<)

# Zapotrzebowania dzielnic
zapotrzebowanie 1: 300, 2: 450, 3: 500, 4: 350

# Pojemnosci sktadnic
pojemnosc 1: 900, 2: 750

# Zmienne decyzyjne x ij: ilo$¢ materiatu z i-tej sktadnicy do j-tej
dzielnicy
X = pulp.LpVariable.dicts("x" i, j i skladnice j
dzielnice

lowBound=0, cat='Continuous'

# Funkcja celu: minimalizacja kosztu transportu
problem += pulp.lpSum(koszty[i, j| * x[i, j i skladnice j
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dzielnice "Koszt calkowity"

# Ograniczenia pojemnosci sktadnic

i skladnice:

problem += pulp.lpSum(x[i, j j dzielnice pojemnosc|i
f"Pojemnosc skladnicy {i}"

# Ograniczenia zapotrzebowania dzielnic

j dzielnice:

problem += pulp.lpSum(x[i, j i skladnice zapotrzebowanie| j
f"Zapotrzebowanie dzielnicy {j}"

# Rozwigzanie problemu
problem.solve

# Wyniki
"Status:", pulp.LpStatus|/problem.status
"Minimalny koszt transportu:", pulp.value(problem.objective "zt
i skladnice:
] dzielnice:
f'x({i},{j}) = {x[i, j].varValue} t"
Wynik

Status: Optimal

Minimalny koszt transportu: 3925.0 zt
x(1,1) = 300.0 t

) = 0.0
) = 500.
) = 100.
) = 0.0
) = 450.
) = 0.0
) 250.

O+t Ot O O rt

Kod bez dynamicznego generowania ograniczen i transportéw

pulp

# Tworzymy problem minimalizacji kosztow
problem = pulp.LpProblem("“Transport soli i piasku", pulp.LpMinimize

# Koszty transportu
koszty

made by Kacper Ostrowski 20/25



2026/01/24 22:08 21/25

Badania operacyjne: Programowanie Liniowe ¢wiczenia

# Zapotrzebowanie i pojemnosci

zapotrzebowanie 1 = 300
zapotrzebowanie 2 = 450
zapotrzebowanie 3 = 500
zapotrzebowanie 4 = 350
pojemnosc 1 = 900
pojemnosc 2 = 750
# Zmienne decyzyjne
x 11 = pulp.LpVariable("x 11"
X 12 = pulp.LpVariable("x 12"
x 13 = pulp.LpVariable("x 13"
x 14 = pulp.LpVariable("x 14"
x 21 = pulp.LpVariable("x 21"
X 22 = pulp.LpVariable("x 22"
X 23 = pulp.LpVariable("x 23"
X 24 = pulp.LpVariable("x 24"
# Funkcja celu
problem +

2.00 * x 11 + 3.00 * x 12

4.00 * x 21 + 3.50
"Koszt calkowity"

lowBound
lowBound
lowBound
lowBound
lowBound
lowBound
lowBound
lowBound

ol oNoNoNoNoNONO]

cat
cat
cat
cat
cat
cat
cat
cat

'Continuous’
'Continuous’
'Continuous'’
'Continuous’
'Continuous’
"Continuous’
'Continuous’
'Continuous’

+ 1.50 * x 13 + 2.50 * x 14 +

# Ograniczenia pojemnosci sktadnic

problem += x 11 + x 12 + x 13
problem += x 21 + x 22 + x 23

# Ograniczenia zapotrzebowania dzielnic

zapotrzebowanie 1
zapotrzebowanie 2
zapotrzebowanie 3
zapotrzebowanie 4

problem += x 11 + x 21
problem += x 12 + x 22
problem += x 13 + x 23
problem += x 14 + x 24

# Rozwigzanie problemu
problem.solve

+ x 14
+ X 24

pojemnosc 1
pojemnosc_ 2

¥ X 22 + 2.50 * x 23 + 3.00 * x 24

"Pojemnosc skladnicy 1"
"Pojemnosc skladnicy 2"

"Zapotrzebowanie dzielnicy 1"
"Zapotrzebowanie dzielnicy 2"
"Zapotrzebowanie dzielnicy 3"
"Zapotrzebowanie dzielnicy 4"

# Wyniki
"Status:", pulp.LpStatus/problem.status
“Minimalny koszt transportu:", pulp.value(problem.objective "z
"x(1,1) =", x 1l.varValue, "t"
"x(1,2) =", x 12.varValue, "t"
"x(1,3) =", x _13.varValue, "t"
"x(1,4) =", x_14.varValue, "t"
"x(2,1) =", x 21.varValue, "t"
"x(2,2) =", x 22.varValue, "t"
"x(2,3) =", x 23.varValue, "t"
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"x(2,4) =", x 24.varValue, "t"

Transport truskawek

W sezonie letnim truskawki zbierane przez plantatoréw muszg by¢ dostarczone do punktéw skupu.
Kazdy z plantatoréw dysponuje okreslong iloscig truskawek (w tonach), a kazdy punkt skupu ma
sprecyzowane zapotrzebowanie. Celem jest tak zaplanowac transport, aby pokry¢ zapotrzebowanie
punktow skupu przy minimalnych kosztach transportu.

Dane wejsciowe

Dostepnosc truskawek u plantatorow:

e Plantator I: 12 tony
¢ Plantator Il: 30 ton
¢ Plantator lll: 6 ton

Zapotrzebowanie punktéw skupu:

e Punkt A: 18 ton
e Punkt B: 12 ton
e Punkt C: 18 ton

Tabela kosztéw transportu (w zt za 1 tone)

Plantator { / Punkt-A B |C
I 80 /160|160
I 240(320/ 80
M 32 |160| 32

Zmienne decyzyjne

Niech:
e $x_{ij}$ - ilos¢ ton truskawek transportowana od plantatora $i$ do punktu skupu $j$

gdzie $i\in \{1,2,3\}$ (plantatorzy) i $j \in \{A,B,C\}$ (punkty skupu)

Funkcja celu

Minimalizacja catkowitego kosztu transportu:

$$ Z = \min\sum_{i=1}"{3} \sum_{j\in \{A,B,C\}} c_{ij} \cdot x_{ij} $$
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Gdzie $c_{ij}$ to koszt transportu 1 tony z plantatora $i$ do punktu skupu $j$.

Ograniczenia
Dostepnosc u plantatorow: $$ x {1A} + x {1B} + x_{1C} \leq 24 \\ x_{2A} + x_{2B} + x_{2C}
\leq 30 \\ x_{3A} + x {3B} + x {3C} \leq 6 $$

Zapotrzebowanie punktow skupu: $$ x_{1A} + x {2A} + x_{3A} =18 \\x _{1B} + x_{2B} +
x {3B} =12 \\x {1C} + x_{2C} + x {3C} =18 $$

Nieujemnos¢ zmiennych: $$ x_{ij} \geq 0 \quad \text{dla kazdego } i,j $$

Cel

Wyznaczy¢ optymalne wartosci zmiennych $x_{ij}$, aby:
e Catkowity koszt transportu byt najnizszy
 Spetnione zostaty ograniczenia dostepnosci i zapotrzebowania

Uwagi

To klasyczny problem transportowy mozliwy do rozwigzania z uzyciem:

e Python + PuLP
e Excel Solver
e Metody pétnocno-zachodniego naroznika + metoda potencjatow (dla zadanh recznych)

Kod

pulp LpProblem, LpVariable, LpMinimize, LpStatus, 1pSum, value

# Model
model LpProblem("transport truskawek", LpMinimize

# Plantatorzy i punkty skupu
plantatorzy ‘P1', 'P2', 'P3'
punkty skupu ‘A', 'B', 'C'

# Koszty transportu (zt/t)

koszty
'P1', 'A'): 'P1', 'B'): 'P1', 'C'
'P2', 'A'): 'P2', 'B'): '‘P2', 'C'
'P3', 'A'): 'P3', 'B'): 'P3', 'C'
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# Ilos¢ dostepnych truskawek (t)
dostawy 'P1': 12, 'P2': 30, 'P3': 6

# Zapotrzebowanie punktéw skupu (t)
zapotrzebowanie 'A': 18, 'B': 12, 'C': 18

# Zmienne decyzyjne
X
p, s): LpVariable(f"x {p} {s}", lowBound=0
p plantatorzy S punkty skupu

# Funkcja celu: minimalizacja kosztow transportu
model += LlpSum(koszty[p, s| * xip, s p plantatorzy S
punkty skupu "Koszt calkowity"

# Ograniczenia dostepnosci plantatoroéw

p plantatorzy:

model += lpSum(x/p, s S punkty skupu dostawy|p
f"Dostawa {p}"

# Ograniczenia zapotrzebowania punktéw skupu

S punkty skupu:

model += lpSum(x(p, s p plantatorzy zapotrzebowanie|s
f"Zapotrzebowanie {s}"

# Rozwigzanie
model.solve

# Wyniki
“Status:", LpStatus|model.status
"Minimalny koszt transportu (zt):", round(value(model.objective

"\nWielkosci dostaw (t):"
p plantatorzy:
s punkty skupu:
f"{p} -> {s}: {round(x[p, s].value(), 2)} t"

Wynik:

Status: Optimal
Minimalny koszt transportu (zt): 6432.0

Wielkosci dostaw (t):
P1 -> A: 0.0 t

P1 -> B: 12.0 t
P1L -> C: 0.0 t
P2 -> A: 12.0 t
P2 -> B: 0.0 t
P2 -> C: 18.0 t
P3 -> A: 6.0 t
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P3 -> B: 0.

0t
P3 -> C: 0.0 t
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