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Badania Operacyjne

Rozwigzywanie ZPL (zadan programowania liniowego)
metoda graficzna

zrodto: Malinowski.pl

Metoda graficzna stuzy do rozwigzywania tylko takich zadan programowania liniowego, ktére maja
maksymalnie 2 zmienne, gdyz tylko takie mozna przedstawi¢ w uktadzie wspétrzednych. Oto przyktad
takiego zadania:

Z=6X%x1+ 6X2 - max
2X1 +3x2 <12

4x1 +2x2 <16
x1=20,x2=0

Nalezy rozpoczg¢ od zaznaczenia w uktadzie wspdtrzednych obszaru danego za pomoca ograniczen.
W pierwszym kroku rysujemy uktad wspétrzednych (nalezy pamietac o opisaniu osi oraz o
Zzaznaczeniu skali):
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Nastepnie numerujemy ograniczenia. Warto to robi¢, szczegdlnie w przypadku zadan, gdy liczba
ograniczen jest wieksza niz 2.

1) 2x1 + 3x2 <12
2)4x1 +2x2 <16

Rysujemy pierwsze ograniczenie. Obrazem graficznym ograniczenia 1 jest pétptaszczyzna, ktéra
nalezy narysowac nastepujgco: Najpierw nalezy sporzgdzi¢ wykres prostej

2X1 +3%x2 =12

Prosta ta przechodzi przez punkty (0,4) i (6,0). Nastepnie nalezy zdecydowac, po ktérej stronie
narysowanej prostej jest wtasciwa pétptaszczyzna. Decyduje o tym kierunek nieréwnosci. Nalezy
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wstawi¢ wspétrzedne dowolnego punktu do rownania potptaszczyzny i sprawdzié, czy wspétrzedne
tego punktu spetniaja dane ograniczenie. Najprosciej jest wstawi¢ wspétrzedne punktu (0,0).
Otrzymujemy wtedy:

0=<12

Jest to zdanie prawdziwe, zatem punkt (0,0) nalezy do tej pétptaszczyzny. Pétptaszczyzne zaznaczamy
strzatka.
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Analogicznie sporzgdzamy wykres ograniczenia 2. Takze rysujemy wykres prostej:
4x1 +2%x2 =16

Przechodzi ona przez punkty (0,8) i (4,0). Nastepnie wstawiajgc do ograniczenia drugiego wspétrzedne
punktu (0,0) znajdujemy wtasciwg pétptaszczyzne.

0<16

Zatem punkt (0,0) nalezy do tej pdtptaszczyzny. Podobnie jak w przypadku ograniczenia 1
pOtptaszczyzne zaznaczamy strzatka.
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Pamietajgc o ograniczeniach brzegowych, tj. x1 = 0, x2 = 0, zaznaczamy czes¢ wspdlng wszystkich
narysowanych obszaréw.
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Zaznaczony obszar nosi nazwe ,,obszaru rozwigzan dopuszczalnych” (w skrécie ,,obszaru
dopuszczalnego”). Zadanie polega na znalezieniu takiego punktu nalezgcego do tego obszaru,
ktérego wspodtrzedne dajg najwiekszg wartosc funkcji celu. Jest twierdzenie, ktédre mowi, ze jezeli
zadanie programowania liniowego ma rozwigzanie skonczone, to lezy ono w wierzchotku obszaru
dopuszczalnego. Zatem, w analizowanym zadaniu, mamy 4 punkty (wierzchotki obszaru
dopuszczalnego), w ktérych moze by¢ rozwigzanie zadania. Aby unikna¢ wyznaczania wspétrzednych
wszystkich wierzchotkéw (metoda ktopotliwa szczegdlnie w zadaniach, w ktérych obszar dopuszczalny
ma wiele wierzchotkdw), nalezy wyznaczy¢ gradient funkcji celu.

Gradient jest to wektor, ktéry wskazuje kierunek najszybszego wzrostu funkcji. Wyznacza sie go jako
pochodne czastkowe funkcji po wszystkich wspétrzednych. W naszym zadaniu gradient funkcji celu
bedzie miat nastepujgcg postac:

gradz=[6,6]

Wyznaczony gradient, czyli wektor [6,6] nalezy zaznaczy¢ na rysunku.
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Nastepnie nalezy narysowac prosta prostopadta do gradientu. Jest to warstwica funkcji celu. Ma ona
rownanie:

6X1 4+ 6%X2=CcC

gdzie c jest stata. W zaleznosci od tej statej mozemy przesuwad réwnolegle warstwice po rysunku. Aby
odnalez¢ punkt optymalny, ktérego wspétrzedne dajg nam najwiekszg wartos¢ funkcji celu, nalezy
warstwice przesuwac réwnolegle, zgodnie z kierunkiem gradientu, az do momentu, gdy ta warstwica
bedzie miata po raz ostatni punkt wspdiny z obszarem rozwigzah dopuszczalnych (tak jak na
ponizszym rysunku).
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Przesuwana prosta prostopadfa do gradientu (warstwica) ma ostatni raz punkt wspdlny z obszarem
dopuszczalnym w punkcie przeciecia sie prostych 1i 2. Tam tez lezy rozwigzanie zadania - punkt
optymalny. Znajdujemy go poprzez rozwigzanie nastepujacego uktadu réwnan:

2xX1 4+ 3%x2 =12
4x1 + 2x2 =16

W wyniku rozwigzania powyzszego uktadu réwnan otrzymujemy:
x1=3,x2=2

Zaznaczamy punkt optymalny na rysunku.
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Nalezy jeszcze wyznaczy¢ wartos¢ funkcji celu w punkcie optymalnym:
z(3,2) = 3*6+2*6 = 30

Podsumowjac, pamietajmy, aby rysunek wykonywac bardzo precyzyjnie, aby ,trzymac” skale, oraz
aby za kazdym razem rysowac gradient i przesuwac prostg prostopadtg do gradientu - warstwice (nie
wolno ulegac optycznym ztudzeniom :)). Nalezy zwrdci¢ uwage, ze to gdzie lezy punkt optymalny,
zalezy od nachylenia gradientu. Dla przyktadu, gdyby funkcja celu miata postac:

z=2%X1+ 6%2 - max

to gradient bytby wektorem [2,6], a punkt optymalny znalaztby sie w punkcie (0,4). Sytuacja taka
zostata przedstawiona na rysunku ponizej.
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